











































































































1定义 一个函数 f 心吶凸函数

odomf为凸集

0且对所有的 x yEdomf am 有二0 些少 40
_
杺 1心 加1

2 rem

定义20 适用于高维情况1证明西瓜皮是凸函数在西瓜上切无数刀很冗余1

VXEdomf fi gH fixil domg HxttVEdomf

2 凸函数的扩展

fi R R为凸 dom f C ER

IMO
XEdomf

aom in
I

t仍然是凸函数
X 4domf

f RSR

不要扩展到比较小的数 不凸不凹丁 Meg凸集的示性函数是凸函数要扩展之心

凸集 心 示性函数 f M 琴 恁
I 心 炎 不必 熒

了 一阶条件 加腻事䮾嬻
重要的性质 1定义30

设十 12- 12可_
微 即梯度计在Q叶上均存在 则十为凸与价于

①domf为凸 一阶偏引切线方向1
② flylzfMtEEyly XIVX DE domf

八

从杊2 re fi
芔共品 - 1切线方向和你 的内积1

fix it Tf1ㄨ11y x 几何意义

eg I Xo T fix 1 0 以〇 flylzflx lt flxo ly xoi flXo1














































































































直观解释如果凸函数可微 某点一阶偏导加 则该点也最小值点

构成最优解集

证明 1 -阶条件1

考虑维情况 f 心12为凸 domy为凸 且 flmzf Mtf M My
证明 岫于十为凸函数 则其定义域为凸函数

② f为凸 比 y E dont为凸

比 0 til xttly XEdomf

thenflxttly xlltll tlflxi ttf nl
tfnztflxltflxttly xil fixl

flyyzfnttxttpxil tAD

O tn fM fixin x 赞龞朤𥗛
证明 没VXFD x DEdomf lk of l 构造Z 0 11-01DEdml

flxlzfizltfiZIXZl
flDZflzltflZM tl

of Mt 11-01 fnzflzitkiǖǜiīfiznfiz
考虑高维情况

证明 二 设十为凸考虑xytdomf
构造低维函数941〇二 fltytlrtlxln fi x 1迫必

g H fltytll lxiy xl

gmzgltzltglt IM tv

取 ti o ti o it i gn

fly zflxltFf 1xlly xl














































































































证明 UXDEdomf tytll tlXEdomf tytll tixEdomf

fltytll tlyzfltytlttlxl
t fi划 1心 t_iiitynet

构
邈邈飚〇二 fltbtil tM gl flTytl 1-Elxl

gytl FfEytll tlxlly xl
gitizgHltg itllt Tl 则杊为凸函数

or一阶偏弹调不减4.1定义401二阶条件使用最多的条件 Hessian矩阵半正定

若十12- 12二阶可微 则十为凸 do叶为贵䓡fiifiYEdomf
Lff 几何意义 一阶偏导单调不减

注意 叶21炒 0 严格凸

女 1不一定成立 但是在定义102030成立l

eg if M 4

ff
十八八二ㄨ41严格凸1

fix 12ㄨ2 存疑从图像判断凸呼格凸

X 0时 f IN 0 但是十八八二ㄨ4是严格_凸的

eg 二次函数 f 心 R dom f Rn

fix Ì TPXtqixtr pt 5 GEN rER

if Iㄨ P P正定 则严格凸 半正定则十凸函数

eg f lX 火 x to X ER














































































































十 M 6X470

但定义域不是凸集故不是凸函数 nets
tg 判断函数的凸性-

①仿射函数 f N A b 叶21 二0 既凸又凹

②指数函数 f N 比 x ER IfM e 比都是凸函数l

f M ae f M ǎe以 20 凸函数

③幂函数 fM xa X ER i

f M a i f M alayxa

tfMYN
az或at 0 凸函数

SO of a El 凹函数

④绝对值的幂函数 fN M X ER 1不能䓁于1 因为影响可微性

fixfPXM
xzo

PI xM no
f Mf

P M X xz

plMix X O

P水时 则为凸函数 IP 2时 2阶导才有意义1

心时 杊 M
ˋ

虽然不可微但是凸函数-

P 1时具体分析 10P 0时定义心 则既凸又凹
八 ME

②F三时
凹一 凹_

既非凸又非凹

因此在M的情况下没有统一的结论

⑤对数函数 fM 1091x11 XER tt

f M二女 f 灬 i o 严格凹函数
























⑥负熵 fM 109X X ERtt

fix logxtl fiㄨ1 i o 严格凸函数

⑦范数 R空间的范数 PM XERn

I Plan 1at PM

二 PIXtyiepixltplyl

E plㄨ1 0 ㄨ o

证明 Ux y ER V0 to El

pioxtltay CMM p111-01

二0PM 11-01 py

i范数一定是凸函数

⑧零范数 侧 二非零元素的数目 1不是凸函数1
人

eg x ER

i
不满足范数条件I

11111 1 112州 到

⑨极大值函数 f M ma 灬 - xn3 x ER I不能用二阶条件1

Uxy ER Vote i

f10x 11-01g maxfoxi ltojyi it inj
EGmax9xi i 1 in3 ltolmaxIyi H n

Of Mt Half171 凸函数

引申 极小极大问题minmy十八心 凸 多项式时间可解
由于不可导所以可导近似 1解析通近1 log snm np

fM loglexlt texnl XERtn

近似的最大误差
maxqxi ixnjtfmtmaxqxli tn 您



获二
ex愁心 HessmnfH.it

定义Z e exni

exiex.iti时灵莎二
心 __i

i 时疒𦯷 ĪǕĪÉÉ华 it

Hessian Man yfyyiii
fliii.ly

定义 Z e e IT H ftp.lizdiaglzj ZZT
定义 K 12dig z ZI 验证 if KER

if EVER 以 V20

UKV IZIUdiagfzjv VTZZTV

kzclpiziy fviziiachy s.chware不可求
定义 aiiiNE.br Nzi 则以V 15511cianci biz

内遇到范数想涌不成 遇许方想 andy saw an不吣

几何平均函数 f M 心 Xi XER ii

I需证明杊为凹函数 or fM为凸函数1

行列式的对数 fM wgdiitdomf s.it
1补充 确保 好在对称正定矩阵中it

行列式 特征值乘积特征值污异值



切西瓜的方向0 证明 n 1时 凹函数

距离去起点2.0 - 1定义1 n 1时 UZESii tt ER WE 心

Zt IVES十二domy 故 vcsn
不

对称矩阵1转置东于自身特征值分解
心矩阵EEIE的第i个特征值 gltiflzttvklogd tl Ztt v1
分解 Q心 logdetflIttirziiy

izlogdefzijtlogdetsittttvzil①人 对角矩阵对角元素特征值

_twgdetsitttvitrn②Q满足 QEII 政矩阵1

dt t1Qāt Q心 1 9州二言必成 9州 F Ǜǜyz so

鸞
iii

二detllidetl It M 9心是凹函数

i fm是凹函数

5 保凸运算

非负加权和

of fm为凸 若wiio li 则 f Ěwifi为凸
②科雕之年飈任意y EA 则十八心 均为凸-

1X gl jointconvex
二

设 win120 ltytA glxifyWMlfix nldy为凸

121仿射映射

f 12 R AERm btR glㄨ1 f1A xtbl clomg x1AxtbEdomf

证明 令 x y t doing Of Of 1

910X 11-0141 f 10Ax 11-01Ay b1 f 101Ax b1 11-011Hytbll



EOf1AXtbl 11-0 if IAxtbl 09M 11-019 lyl

fi R 12 Eli m为凸 HER btR glㄨ1 N f以1 - fm Mit bt
实质是非𩶛权和 只有心0才能保持凸性

131两个函数的极大值函数

大大为凸 定义M maxltlxl fzlxB domf domfindomfz

讠正明 X ytdomf OSQtlmaxqatb cid s ma a ˋ ma b以

f 10ㄨt 11-0 y max f 10 11-01yl 左10 11-0川

E max OfM 11-01大心 OfMt1101左心了

个maxfofM oflxBtmaxfltafnl 1心大nB

Of1ㄨ1 11- 01fly
八

eg fix ma 2 B Yet
eg 向量中r个最大元素的和 XE心 记如为第2头的元素

Snetterton - -- 2ㄨ n flxl二点ㄨ it

举个栗子 fM maxxilt txir laii c ir an

A
所 仿射映射
1极大值函数为叫

无限个凸函数 极大值

flx gl对于内凸 以EA g fyfix nl

egi实对称矩阵的最大特征值 1结论关于ㄨ的凸函数l

fM i may IXl dom f sm xy M yīxy yīxy



yㄒ y i 们忙 Fǜǚ 4别理解成线性次 凸函数
入二yixy ly112 1 imaxM ShP95ㄨy1117112 1

141函数的组合

h RSR g pink 组合f hog N R fixi h19灬

domf XEdong gM t domy
① -维 K n 1i doing domh dm f R i h 9均为二阶可微

f为凸 f M 20

f M h19Mlg M f 1ㄨ1 h IgM1911x120 h191 19 八〇 1120
o z

I 内凸 不降 内凸 则为凸 假设9凶为凸 9 从120

I 内凸 不增 9为凹贝叶为凸

正 h为凹 不降 内凹 则十为凹

IV h加 不增 9为凸 则十为凹

②高维 n KZlidomg domhdomftR RKRhih la均不二阶可微

举个例子 1函数的扩展 hM losx domhi HN fYi 㖌
I 内凸 I不降 9为凸 则十为凸

二 内凸 I不增 9为凹贝叶为凸

正 h为凹 in不降 内凹 则十为凹

IV h加 I不增 9为凸 则十为凹

证明 -

9为凸 故doing为凸 0ㄨ t 11-01y Edoing

910ㄨ 11-07y l f091ㄨ1 11-0191yi

h为凸 故domh为凸 091ㄨ1 11-019ME domh



f10个 101uldhlog Mt It0191以1 t

h1910x 11 ayy Oh191ㄨ 11 11 01high

讠正明〇 910X 110 y1 Edomh

反证1 910ㄨ tHongi 4domh 由于怀降

ilswxtanilsiijixitu o.sn

1可以用h的单调性1

h1910 110 y1 t h10gM 11 0 gcyll

所以 fix 一定是凸函数

eg 若g为凸 expIs𠮩为凸 hH exp121

若g为凹 go Ugh则为凹

若9为凹 go 119心为凸 h121 È 八 心

若9为凸 gzo.PH g M为凸 hiZizi

乔布斯在斯坦福大学的演讲 Make it great

151函数的秀梁 丰透视函数 P 12㕽心 domPERnxRtt.PIZ.tl二È

f Rn R g 心 Rtt R.glx.tl 二 tf It1 19是f的透视1
doing 1x.tl tso.IE domy
如果f为凸 则9为凸一如果十加 则9为凹

1课下证明 10定义域是凸集 已对 灿 进行凸组合的不甘式

x十joint convex

eg 欧氏范数的平方 fix Fix domf 12
gix.tl 心 心 ㄨ f 1因为大是标量1



egi负的对数 fix logx domf 12十

gix tl tl logilitlogi domg R it

扩展 n VE12年 gin v1二点uilogǐi 凸

I不能用非负加权和考虑点9ilui li Is in v1才可以1
扩展 Dmini Ěluilogǚ迥旭以 凸1非𩶛权和1

6函数的共轭 Conjugate

f R R fi R R fm 花叶心ㄨ f灬 选定了通的求最大值

by
TM F F

ni
to 一 full

性质 111 fM若可微 则 fill 对应的ㄨ必是 f M 口的一点 15 杊 01

121函数的共轭一定为凸函数 1极大值的分段线性函数1

1前禺原理1 赢
分割线

1函数的组合补充i i的单调性 八十八八

gM x doing ER 凸

hM o domh 1.2 凸 不增不降 入 hlzl
xtEF NU 1心

f g lhM1 不存在 else

非凸非以额 哪

一些 台 x

一 主
I在心都需有单调性



1函数的组合补充i99 若9为凸
8821

则9心为凸 h121 I domh 12

h12
ZRZERt
o EERˊ 单调不降 使用第一条规则

分割线

egiflxl Axtb clomf 12 求 fly 1 晶可 lyx laxtby

fiyifflyx laxtbll ffimjlln alx nl 吉 然
yti

egifm logx domfRtt fi 1 〇㖌 lbxtwǖ 品

eg fix Mix QE It domf 心 正定詽值特征值可逆 ㄨ 0门

f y SY 15ㄨ -赵飞10 2李广
心

Dǜ 1书附录矩阵计算1

yTQy jyTIQyTQQ yiyTQ y jp Qy ÌyTay

若排凸 十姓 f i若f凸 且为闭函数则好 f

7凸集与凸函数的关系 2- sublevel set

若f 12以水 定义其小sublevelset为 C xtdomflfix to

性质 凸函数的小sublevelset都是凸集

证明 tx DE is f ME了 flnlts XEdomf DEdomf

flex titanic ofM 11-01fMI E0 11-01

i 0 11-014 E 的 故的是凸集



若函数的小sublevelset都是凸集则十_否定是凸了一以
四

Ǚif
仮则

凸集

十

二维 f 122 12 X ER2 炎

4f_znyflxi
XTXT lt 1的小sublevelset

1等高线1 20 2的小sublevelset

1必见
了

X1

台
八勹1火 01

123
- 不 爾 䬉 x

1等高线 心

合在一起非凸非凹

g jo iiiiiiiǐiiǜ 凸不一定凸但是很好优化1

111 f 心 R QuasiConvex So xēdomf If心 的 凸 V3

QuasiConcave Si xEdomfl如川凸 V2

Quasilinear Sjfxtdomf If 必乃凸 V2

eg D一是拟凸 拟凹 拟线性 凸函数二 拟凸 拟凸韦凸
八

ˋ a 雨
凸梯度法小球沿切线滚 单模态优化设计停止准则



iooiilfhh 多模态优心难分析

121 1定义推广1 f 心12 则domf为凸 Vxytdomf oa ae

凸函数OfM 11-01 fly If 10 11-01川

子以凸imaxffM fm z f 10X 11-01in

Iīj ㄚ漴
多模态不满足1

eg 向量的长度 X EM Iㄨ中最后一个非零元素的位置1

fix maxfxitB
to

ㄨ o

fM 的 对所有 i 丗1 - n ㄨi 0 1 n维空间的子空间1

V1 都是子空间 拟凸得证

99 线性分数函数 fM 氐爻芯 domffxlix cl

S Xlix td so 笖𦭛 E2

9xlcixtdso cixtb 的 心ㄨ t di 多面体 凸集二 拟凸函数

为向量的零范数 xtR fm 11N o

n 2 i
m

__ 腐 _ __

拟凸 三 三 不是拟凸



iiiii

S tl tC 1找到最稀疏的ㄨ
叫 八

MII gp
2斗的的sublevelset

t

v
近似替换

minlogix xtll

nfws
心 n

n _

揯

拟凸函数

131可微拟凸函数阶条件

凸 domf为凸 f M fix it 叶 以小 比 yEdomf

拟凸 domf为凸 flbl fm 叶仙 ly x to

证明考虑一维情况

① 二 xyEdomf ototl maxHM fi川汁10ㄨ 11-01川

设fly if M fM If 10 11-01y

f10 11-0151 - fME0

f10ㄨt 11-0191 - f 10 1-01X1 to

Tiiif it 0115x 40

f M 以ㄨ1 so
不能用极限

② Vx yEdomf 均有 flytfM UQEioIO Z 0 XtH01y

1证明加汁叫 fMHM fm4121 本名只是災
o



iii 灬

if txlff121 thenfix 二fiz
ㄡ fM f171 所以f M 加1

凸 若叶灬 0 则V4 fly汁必

拟凸若必化颵彪阔 finnafix Yōiswrhl
141二阶条件

凸 domf为凸 且所化120 比tdomf

拟凸 domy为凸 且尔什以170 yi ifMy20

171时 yfmzosyy.im oP
0 020

𠂇必0yto.FM o

关键点不是全部1的HessianMatrix半正定即可人

十八八二0 EhIf M
2

不满足二阶 炎炎品
不是拟凸函数

热
拟凸函数

9 logconvexfunction logconcavefunction

fi RDR为logconcave若fM 0 比Edomt且logf为凹函数

f 心 12为logconvex若fM30 比Edomf且logf为凸函数

若十为logconvex 贝叶为convex if二十0511 函数组合的四条规则
若f为concave f so 则十为logconcave



作业 Chapter2 1.2.5.7.10 1618.19

Chaptr3 1.2.5 1318 21.32.33 36.43

gixl TMi.fm
910ㄨ 11 01yl f n ox 11 a y i f10x 11014

ogmtll agiyl Qlznxi.fm italiNDN
flnyTgixiMHxll

fMTgMMI f 八八


